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Abstract. The study of natural phenomena can be a complex task, especially
due to their mathematical model. The study of epidemic dynamic is given
special attention by researchers due to social and economic reasons. This
work presents a model witch describes an epidemic time-spatial evolution
based on cellular automaton. The model uses local iterations and the Malthus-
Verhulst model of population dynamics. With the proposed model, it will be
possible to create different dissemination scenarios in order to evaluate
epidemics, permitting to create more powerful preventive policies.

Resumo. O estudo de fenémenos naturais pode ser uma tarefa complexa,
principalmente em razdo do modelo matemdtico que os descrevem. O estudo
da dindmica de epidemias tem ganhado destaque entre pesquisadores por
motivos sociais e economicos. O presente trabalho apresenta um modelo que
descreve a evolucdo espaco-temporal de epidemias baseado em autéomato
celular. O modelo utiliza iteracdes locais e o modelo de Malthus-Verhulst de
dindmica de populacoes. Com o modelo proposto, torna-se possivel criar
diferentes cendrios de disseminacdo para a avaliacdo de epidemias,
permitindo a criacdo de politicas de prevengcdo mais efetivas.

6. Introducéo

A modelagem matematica € uma forma comum de se representar sistemas presentes no
nosso cotidiano, podendo descrever dos mais simples aos mais complexos. O estudo da
dindmica dos mesmos tipicamente € realizado através de simula¢des de modelos
computacionais. Dessa forma, permite-se um estudo mais ripido e eficaz, mais seguro e
com a utilizacdo de menos recursos e, por consequéncia, a validacdo dos modelos
propostos [Gouvéa Jr. e Silva 2013].

O chamado Automato Celular [Wolfram 1983] é um modelo que proporciona
relativa simplificagdo de sistemas complexos, evitando-se a utilizagdo de Sistemas de
Equagoes Diferenciais, por exemplo. Nesta abordagem, assume-se uma grade composta
de células com propriedades individuais e as intera¢Oes entre as mesmas se dd através
de regras de transi¢do, sendo estas as responsdveis pelo comportamento local que
culmina na dinamica da grade, como um todo [Gouvéa Jr. e Silva 2013]. Aplicacdes
tipicas dos Autdomatos Celulares (AC) se ddo em &dreas como dinadmica de nuvens,
engenharia de trafego, disseminagdo de epidemias, criptografia, dentre outras [Rennard
2002].

O presente trabalho tem como objetivo propor um modelo para simular a
disseminac¢do de epidemias levando-se em conta a influéncia da vizinhanga e a evolugdo
temporal da populagdo em andlise. Para tal, utiliza-se o modelo AC para a interagao
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entre os individuos da grade, simulando a dindmica da epidemia, e o modelo de Malthus
referente ao crescimento populacional. Utiliza-se, portanto, uma grade bidimensional
com vizinhanga de Von Neumann, na qual cada célula tem ou ndo um individuo
presente. Cada célula da grade abriga, ou ndo, um individuo, sendo que este apresenta
apenas os estados S (Susceptivel) e I (Infectado) do modelo SIR (ou modelo epidémico).

7. Referencial Tedrico

Nesta se¢do, apresentam-se 0s conceitos basicos deste trabalho, como os fundamentos
dos principais temas utilizados na pesquisa: autOmatos celulares e o modelo de
crescimento populacional. A primeira subse¢do apresenta conceitos introdutdrios de um
autdmato celular. A segunda subse¢@o explica o modelo cldssico de Malthus-Verhulst,
responsavel pela evolugdo temporal de determinada populagao.

7.1. Automato Celular

Trata-se de um tipo de sistema discreto em formato de grade, sendo esta ultima dividida
em elementos chamados células. Cada célula presente em um AC pode assumir
determinado numero de estados e sua interagdo com as demais células da grade
determinam a dindmica da grade como um todo. As células presentes na vizinhanga
podem ou ndo alterar o estado de determinada célula, sendo a alteracdo determinada
através das chamadas regras de transi¢dao. As regras de transi¢do de um AC sdo fungdes
deterministicas responsaveis por gerar o estado de determinada célula em instantes de
tempos futuros. Em outras palavras, fornecem o estado Si(k+1) da i-ésima célula no
instante de tempo k+1 como uma funcdo dos estados das células pertencentes a
vizinhanca Ni [Wolfram 1983] [Gouvéa Jr e Silva 2013].

Um AC pode ser usado para representar diversos modelos de sistemas reais. De
acordo com a caracteristica do problema envolvido, o AC utilizado apresenta dimensoes
distintas. Por exemplo, no caso da avaliacdo da temperatura em uma barra, pode-se
utilizar um AC unidimensional, como representado na Figura 1-a. Uma superficie,
tipicamente, utiliza AC bidimensional, Figura 1-b, assim como serd utilizado no
presente trabalho. Para o caso em que se deseja avaliar a variacdo da umidade, por
exemplo, em uma sala, utiliza-se um AC tridimensional, Figura 1-c.

(a) {b) (c)
Figura 1: Dimensodes Tipicas de um AC

A vizinhan¢a de um AC é dada por uma célula central e as demais ao seu redor,
podendo-se considerar todas, ou somente as imediatamente acima e abaixo, e a direita e
esquerda da célula central; respectivamente chamadas vizinhanca de Moore e
vizinhanga de Von Neumann. A Figura 2 ilustra as vizinhancas de um AC.
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Vizinhanca de Von Neumann Vizinhanca de Moore

Figure 2: Vizinhancas tipicas em um AC

Os autdmatos celulares tém aplicaches em simulacdes de sistemas reais,
tipicamente [Rennard 2002]: No estudo do comportamento de bactérias, virus e gases,
espalhamento de incéndios, desenvolvimento de populacdes, sistemas econdmicos e
crescimento de vegetais; Geracdo de figuras aleatdrias, filtro de imagens e distor¢do;
Geracao de melodias, sons e ruidos digitais; Substituicio de equagdes diferenciais;
Geracao de nimeros aleatorios e na criptografia; e simulacdo de particulas e geracdo de
texturas.

7.2. Modelo de Crescimento Logistico

O modelo de crescimento populacional proposto por Thomas Malthus define um
crescimento proporcional ao tamanho da populagdo, N, como segue:

aN
E =rN (l)
Na Equacgdo (1), r representa a taxa de crescimento, i.e., a diferenca entre as
taxas de natalidade e de mortalidade. A soluciao dessa equacgdo diferencial define N(7),
tamanho da populagdo N em um determinado periodo de tempo t, como uma fungdo
exponencial. Esse modelo € valido para um periodo de tempo, mas ndo por um longo
periodo, pois nenhuma populagdo cresce indefinidamente em razdo das restri¢es
ambientais, como as climaticas, e de recursos naturais, como a escassez de alimentos.

Com o objetivo de limitar o crescimento populacional em razao das restricdes
supracitadas, Pierre Verhulst introduziu a equacdo de crescimento logistico, conferindo
ao modelo de Malthus maior fidedignidade [Tavoni e Oliveira 2013]. O modelo de
Verhulst € descrito como segue:

d N

Z=rN1- 5 2)

d MNege

Onde N« € o parametro que define a saturacdo da populac@o. Na sua versio
discreta, aproximada pelo método de Euler, o modelo de crescimento populacional de
Verhulst d4 a dinamica da populacdo N em func¢d@o do instante de tempo k, e pode ser
descrito como segue:

an = [rN(1— 25| at ©)

sat

sendo Ns« 0 tamanho da popula¢do quando ¢ — .

8. Modelo de Disseminacao de Epidemias Proposto
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Para permitir a simulagdo da dissemina¢do de uma epidemia em um periodo de tempo
superior ao ciclo reprodutivo de uma populagdo, pode ser importante considerar a
evolucdo natural desta populag@o. Assim, deve-se considerar o modelo de crescimento
populacional da populagdo em estudo.

O modelo neste artigo € baseado no modelo de crescimento logistico proposto
por Verhulst [Tavoni e Oliveira 2013] e por uma regra de disseminagdo de epidemias
por contaminagdo direta entre vizinhos. Na grade do AC, cada célula possui um
individuo ou estd vazia. A contaminac¢ido € probabilistica, em fun¢do do numero de
vizinhos contaminados.

A populagio inicial € disposta aletoriamente na grade do AC e seu crescimento
ocorre em fun¢do do modelo de crescimento de Verhulst perturbado pelo nimero de
mortes decorrente da epidemia em estudo. Para a representagdo da populagdo, cada um
dos N individuos pode apresentar dois estados diferentes: susceptivel ou infectado. A
cada iteracdo, um individuo pode evoluir de susceptivel para infectado, e deste ultimo
para morte, desaparecendo da célula, ou se recuperar, voltando a ser susceptivel, como
mostra a Figura 3. De susceptivel, S, o individuo pode infectar-se em funcdo de uma
varidvel aleatéria com distribuicdo normal N(f, o) definida por uma média y e desvio
padrdo o; onde b € a probabilidade de o individuo se tornar infectado. De infectado, I, o
individuo pode ir a 6bito, célula vazia, segundo uma variavel aleatéria com distribui¢ao
normal N(y, o) ou se recuperar com distribuicdo normal N(1 — », o), tornando-se
susceptivel novamente, sendo y a probabilidade de morte e a probabilidade de
recuperagao, 1 — y.

11—y

S —» 1 >

b %

Figure 3: Diagrama do modelo de contaminacéo proposto

Propde-se também uma variacdo da média em fun¢do do nimero de vizinhos,
N,4, da célula avaliada. Assim, quanto maior o numero de vizinhos infectados, maior
serd a probabilidade de contaminagdo. A probabilidade média de contaminagao €, pois,
uma fun¢do do numero de vizinhos, expressa como segue:

f(NA] = HTMMNA + J'gmin
4)

sendo f,,;, = 0,2 . Como o tempo de disseminagdo de epidemias é normalmente menor
que o de crescimento populacional, para cada iteracio do modelo de Malthus-Verhulst
ocorre n iteragdes do modelo epidémico.

9. Resultados de Simulacio

Com a finalidade de analisar a dindmica do modelo proposto, foram feitas simulagdes,
em ambiente Matlab, em uma grade 10x10. Alguns parametros do sistema foram
variados para que seus impactos sobre o comportamento do modelo fossem analisados.
Para cada simulagdo, foram realizadas 300 iteracdes. Os parametros utilizados foram o
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crescimento populacional, r = 10%, o = {0,2; 0,6}, @ = {0,1; 0,5}, N(O) = {20; 40} % e
Nsar = 50% da grade ocupada. A Tabela 1 mostra como foram ajustados os parametros
do modelo entre as simulagdes. A taxa de contaminac¢do ou morte igual a 0% significa
que foi utilizado o modelo original Malthus-Verhulst sem o modelo de disseminagao de
epidemias proposto.

Tabela 1: Parametrizacao das Simulacées

Sim. Taxa de Taxa de Pop.
Contaminacao | Mortalidade | Inicial
0
(i) 20% 20%
60% 10%
0
(ii) 20% 10% 40%
50%

Na simulacdo (i), o objetivo foi avaliar diferentes taxas de contaminacdo do
modelo proposto em relacdo a uma taxa de mortalidade baixa para uma populagdo
pequena em relagdo ao tamanho da matriz. Assim, pode-se observar o impacto da
epidemia em relacdo a um cenario favoravel, i.e., uma epidemia com baixa taxa de
mortalidade disseminada em uma populagdo pequena. A Figura 4 mostra a evolugdo da
populac@o na simulacdo (i). A legenda apresentada da Figura 4(a) rotula, também para
as Figuras 4(b)-(c), as curvas de Malthus-Verhulst, em azul continuo, do modelo
proposto com O = 0,2, em verde tracejado, e do modelo proposto com @ = 0,6, em
vermelho trago-pontilhado.

O modelo original Malthus-Verhulst teve o comportamento esperado, isto &,
com uma taxa de crescimento positiva, a populacdo, N(k), cresce monotonamente até o
valor de saturacdo definido, Ns«« = 50% da grade ocupada. No caso o = 0,2, curva verde
tracejada, a populagdo também cresce, mas com menor intensidade até o valor de
saturacdo. Ao atingir Ns«, na iteracdo 150, aproximadamente, N(k) segue oscilando em
razdo da perturbacdo gerada pelas ocorréncias de morte causadas pela epidemia. Essa
curva sugere que N(k) continuaria crescendo, assim como no modelo Malthus-Verhulst,
caso ndo houvesse as limita¢cdes propostas no modelo de Verhulst. As baixas taxas de
contamina¢do e mortalidade, @ = 0,2 e @ = 0,1, ndo sdo suficientes para evitar o
crescimento da populagdo, apenas o perturba. A populagdo inicial pequena, 20% de
ocupag¢do na matriz, no influenciou a dindmica da epidemia, caso contrario, 0 nimero
de mortes aumentaria com o crescimento da populagao.

As curvas do numero de infectados e mortes das Figuras 4(b)-(c) podem ser
relacionadas entre si, pois a0 aumentar o nimero de infectados, o nimero de mortes
tende a aumentar. Nas Figuras 4(b)-(c), observa-se picos de crescimentos de infectados
e mortes. [sso ocorre porque o niimero de infectados tende a aumentar até um limite em
que os individuos atingem uma concentra¢do maxima, i.e., um individuo possuird 4
vizinhos. Nesse momento, o nimero de mortes em decorréncia da epidemia tende a
aumentar em decorréncia do aumento da probabilidade de contaminagdo (fun¢do do
numero de vizinhos). Na comparagdo entre as popula¢des com diferentes O, hd um
numero maior de infectados e mortes na populacio com maior taxa de contaminagao.
Assim, as curvas de numero de infectados e mortes da populacdo com essa taxa de
contaminagao maior, vermelha trago-pontilhada, apresenta maior nimero de picos.
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Na simulacdo (ii), o objetivo foi avaliar diferentes taxas de mortalidade do
modelo proposto em relacdo a uma taxa de mortalidade baixa para uma populacio de
tamanho médio em relacdo a dimensdo da matriz. Nesse caso, analisa-se o impacto da
epidemia em relacdo a um cendrio menos favoravel em relacdo ao experimento (i). A
Figura 5 mostra a evolu¢do dos parametros da populacdo na simulacao (ii). Assim como
na Figura 4, a legenda apresentada da Figura 5(a) rotula as curvas também para as
Figuras 5(b)-(c).

A Figura 5(a) mostra a evolu¢do da populagdo para as trés condi¢des impostas
pela simulagdo (ii). Como a populac¢do inicial, N(0), foi proxima do valor de saturacao,
Nsar, 0 nimero de individuos no modelo Malthus-Verhulst saturou rapidamente. No caso
y= 0,1, as baixas taxas de mortalidade e contamina¢do, £/ = 0,2, ndo foram suficientes
para impedir o crescimento da populagao.
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Figure 4: Evolucédo de uma populacédo na simulacéo (i): (a) modelo original
Malthus-Verhulst; (b) modelo proposto com 3 = 0,2; (¢) modelo proposto com (3
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Figure 5: Evolucédo de uma populacédo na simulacéo (ii): (a) modelo original
Malthus-Verhulst; (b) modelo proposto com y = 0,1; (¢) modelo proposto com y
=0,5

A oscilagdo apds a saturacdo foi maior que na simulagcdo (i) com as mesmas
taxas de contaminagdo e mortalidade. Essa situagdo pode ser atribuida a maior
populacdo inicial que pode ter constituido um ndmero maior de agrupamentos —
aumentando a taxa de contamina¢@o em razdao do nimero maior de vizinhos. No caso y
= 0,5, a populacao declinou, assim como na simulacao (i), pois, apesar de uma taxa de

contaminagao mais baixa, a taxa de mortalidade foi elevada.

A Figura 5(b) mostra o nimero de infectados na simulagdo (ii). Observa-se que
o numero médio de infectados no caso y= 0,1 € maior que no caso y= 0,5, apesar de em
ambos os casos a taxa de contaminacdo utilizada ter sido a mesma, £ = 0,2. Essa
situacdo pode ser atribuida a maior taxa de mortalidade do segundo caso, y = 0,5, que
convertia a morte um nimero maior de infectados que no primeiro caso, y = 0,1. Essa
conclusdo pode ser reforcada na Figura 5(c), que mostra um nimero médio de mortes
maior no caso y= 0,5, curva vermelha trago-pontilhada.

10. Conclusao

Este trabalho apresentou um modelo de dinamica de epidemias integrado ao modelo de
crescimento populacional Malthus-Verhulst utilizando autdmato celular. No modelo
proposto, cada célula do AC pode conter ou ndo um individuo, classificado como
susceptivel ou infectado de acordo com taxas de contaminagao e mortalidade da
epidemia em estudo. No modelo proposto, o crescimento da populagdo € baseado no
modelo Malthus-Verhulst, que € perturbado pelas regras de transi¢cdo de estado.

Foram realizadas simulagbes com o objetivo de analisar a dindmica do modelo
proposto. Dois tipos de simula¢des foram realizadas, (1) fixando a taxa de mortalidade e
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variando a taxa de contaminag¢do; e (ii) fixando a taxa de contaminagdo e variando a
taxa de mortalidade. No experimento (i), estudou-se um cendrio mais favoravel, pois
usou-s¢ uma populagdo inicial e taxa de mortalidade da epidemia baixas. No
experimento (ii), o cendrio foi menos favoravel, pois a populag¢do inicial foi maior,
formando um numero maior de agrupamento de individuos, e uma das taxa de
mortalidade foi elevada (50%).

Os estudos mostraram que taxas elevadas de contamina¢do ou mortalidade do
modelo proposto tendem a declinar o nimero de individuos de uma populagdao. Em
populagdes maiores, o impacto do modelo se torna maior, pois a probabilidade de
contaminagdo aumenta quando um individuo possui mais vizinhos contaminados.
Assim, como populagdes maiores possuem mais agrupamentos, mais individuos serdao
contaminados.

Em trabalhos futuros, pretende-se comparar o modelo proposto com epidemias
jé estudadas na literatura e, assim, validar este estudo inicial. Dessa forma, sera possivel
utilizar o modelo proposto em planejamento de politicas publicas de satide, analisando o
impacto de epidemias sobre populagdes humanas ou de bactérias e sobre os recursos
publicos necessarios para conté-la.
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